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Label Switch in Mixture Model and Relabeling Algorithm

Abstract

When MCMC is used to perform Bayesian analysis for mixture models, the so­call label switch  
problem affects the clustering analysis. If the problem is not handled properly, the ergodic average  
of the MCMC samples is not appropriate for the estimation of the parameters. In this paper, we  
will review the Label Switch problem in mixture model, discuss and implement the re­labelling  
algorithm suggested by Stephens. To illustrate the problem, we apply data augmentation Gaussian 
Mixture Model to Galaxy data with different number of components.

Introduction

Cluster analysis in data mining is to classify the observed objects into disjoint groups. Mixture of 
Gaussian  models  and Bayesian methods are  popular   tools   to  perform these  kinds of  analysis. 
However, since the component from which a particular observation comes from is unknown and 
the  posterior  distribution  of  Bayesian )|( xp θ   is  difficult   to  directly  estimate.  To  solve   this 
problem,   a   latent   variable   z   is   introduced   for   each  observed  data;   z   is   an   indicator  variable 
indicating component for each observed data; therefore, the posterior distribution  )|( xp θ  can 
be obtained from   ),|( zxp θ   by integrating out z. The model with latent variable is the data 
augmentation   model.   The   latent   variable   z   for   each   observed   data   can   help   to   perform   the 
estimation, but it also increases the number of dimension of the parameter space in the model. As 
a result, it makes the quantity analysis very difficult. One possible solution for this issue is the 
Marko Chain Monte Carlo (MCMC) simulation. In MCMC, the Gibber Sampler can draw samples 
from the posterior distribution  ),|( zxp θ  and the ergodic average can be used to estimate the 
model parameters. When MCMC is applied to mixture model, the so­called label­switch problem 
takes place during MCMC simulation. The label switch problem is caused by the invariance of the 
likelihood function with respect to the permutation of the component labels. The Gibbs Sampler 
mixes  up   its   sample’s  component   labels  when  label  switch  happens.  As  a   result,   the  ergodic 
average is not appropriate for the parameter estimation. In this project, we will explore the label 
switch problem in details.  We first   introduce the  label  switch problem and discuss  its  related 
computational features; we also explore solutions to remove the label switch from the MCMC 
samples: a random permutation MCMC algorithm suggested by Fruhwirth­Schnatter (2001b) and 
re­labeling   algorithm  suggested   by   Stephens   (2000b).   In   this   paper,  Finite  Gaussian  Mixture 
Model   and  Gibber  Sampler   are  used   for  problem  illustration   and  Galaxy  data   is   used  as   an 
observed  dataset.  The  Galaxy  data  obtained   from: “http://www.stats.bris.ac.uk/~peter/mixdata” 
consists of the velocities of 82 distant galaxies, and analyzed under different mixture models by 
several authors including Escobar and West (1995) and Phillips and Smith (1996).

http://www.stats.bris.ac.uk/~peter/mixdata


In  our  previous  project   (the   final   project   for  course  Monte  Carlo  Method),  we  have   already 
introduced   the  data  augmentation  Gaussian  Mixture  Model  and  its  posterior  distribution.  The 
conditional distributions for Gibbs Sampler and prior distribution are provided there too; therefore, 
we do not repeat them here. They are included in Appendix A for reference. 

The Label Switch Problem

When Bayesian approach is applied to parameter estimation and clustering analysis for mixture 
models,  the so­called label switch problem might occur. The problem is mainly caused by the 
invariance of   the  likelihoods with  respect   to  the permutations of   the component  labels   in   the 
mixture model. As a consequence, during MCMC simulation, when the prior distributions are 
exchangeable,   the   sampler   encounters   symmetries  of   the  posterior  distribution   (MCMC   label 

switching).  To   illustrate   the  problem,   let   nxxxx ,...,, 21= be  independent  observations   from a 

mixture density with known finite k components, we have: 

);(...);(),|( 11 kk xfxfxp Θ++Θ=Θ πππ                 

where  ),...,1( kii =Θ  is the parameter spaces for the ith component and  ),...,1( kii =π  is 

the weight parameter with constrain 0>iπ  and  1=∑ iπ . 

Let   ))(),...,1(( kρρ   denote   a   permutation   of   the   integers   1,…,k.   and   define 

),(),( )(),...,1()(),...,1( kk ρρρρ πππρ ΘΘ=Θ . Then
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Then the likelihood function for the n observed data is:
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That is the likelihood function is invariant with respect to permutations of the components.
The posterior distribution for MCMC is 
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If the prior distribution is exchangeable, then   ),( Θπp   =   )),(( Θπρp   and the posterior 
distribution  )|,( xp Θπ  =  )|),(( xp Θπρ  therefore, during MCMC simulation, the sampler 
might encounter a symmetries of the posterior distribution. 

Label switch problem is crucial for Bayesian inference and computational issues (Martin et al). 
During the MCMC simulation,   the symmetries  of   the posterior  distribution make the MCMC 
samples carry little component label information. Therefore, the component labels are mixed up 
and cannot be distinguished from each other. As a result, the marginal on the parameters for all 



components   is   identical   and   the   posterior   expectation   for   the   parameters   is   identical   too. 
Obviously,   the   identical  posterior  expectations  are  not  appropriate   for  Bayesian   inference  any 
more.  

   

Figure One: Gibbs Sampler for Galaxy data. We fitted four­component normal 
mixture to the data. The black color is mu1; red is mu2; green is mu3 and blue 
is   mu4.   The   parameters   are   mixed   together   for   the   components   and   the 
histograms for mu1, mu2 and mu3 are identical.      

To demonstrate the label­switching problem, we implement the Gibbs Sampler on the galaxy data.
We   fit   the   data   in   four­component   Gaussian   Mixture   Model   with   same   variance   in   each 
component. In Figure one, label switches are clearly observed. They occur frequently among the 
components. The symmetric modes in the posterior distribution are clear and the Sampler visits 
most  of   the 4!  (number of  permutations)  symmetric  modes.  The histograms of   the first   three 
components are identical; their mean value is 20.6, 19.4 and 19.2 respectively. The last component 
is different from the others; we explain it in the following paragraph.  

Computational Features of Label Switch Problem

The label­switch problem in Bayesian analysis for mixture model is very clear from mathematical 
point of view. However, during MCMC computation, the problem is not always as expected. Given 
a mixture model with k components, there are  !k  symmetric modes of the posterior distribution 



due to the invariance of the likelihood with respect to the permutation of the component labels. 
The MCMC sampler should switch from modes to modes between the iterations. If the Sampler 
can thoroughly and evenly travel all the  !k  symmetric modes, the posterior expectation for each 
component parameters should be identical. This feature provides a useful convergence diagnostic 
at  the simulation stage:  the failure  to visit   the  identical  posterior  expectations reveals   that  the 
MCMC sampler has not converged (Jasra, Holmes & Stephens).

However, the value of k! is very large as k increase and the posterior distribution surface is a very 
high multimodal space. It is hard for the regular Markov Chain Monte Carlo sampler to thoroughly 
and   evenly   explore   the   high  multimodal  distribution   surface.  The  MCMC Sampler  might  be 
trapped into local modes and require an enormous number of iterations to escape from (Marin, 
Mengersen & Robert). When the Sampler fails to thoroughly and evenly explore the distribution 
surface, the unbalanced label switch takes place.  According to Sylvia Fruhwirth­Schnatter, the un­
balanced label switch will cause a very poor estimate in estimating the marginal density from the 
MCMC draws and the results might be very different from different runs of the MCMC sampler 
(Fruhwirth­Schnatter).   

From our computational experiments, we observe two unbalanced label switch cases. In the first 
case,  label switches only occur among some of component labels or label switches do not take 
place evenly among the components. For example, in Figure one, the fourth component is different 
from the other three because the Sampler fails to evenly visit all the modes. As another example to 
show the unbalanced label switch, we implement the Gibber Sampler to fit the Galaxy data using 
four­component Gaussian Mixture Model with different variance. From the figure two (a), we can 
observer that if there are only 2000 iterations in MCMC sampling, we can observe that the label 
switch happens between the red line and the blue line; but no label switch happens between the 
green line and the black line. In figure two (b), if there 20000 iterations in MCMC sampling, we 
can see the label switch happen a lot among the components parameters; but the MCMC sampler 
still fails to thoroughly and evenly travel all sample space in 4! modes, i.e.: most of the time, the 
green line stays near the value of 10 and occasionally travels to the value near 20; for a balanced 
label switch, the green line should travel almost the same number of times around the values near 
10, 20, 21 and 30 and so do the other lines. 

Figure Two (a): Gibbs Sampler for Galaxy data with 2000 iterations. We fitted 
four­component  Gaussian  Mixture  Model  with  different  variance.  No  label 
switches for green line and black line 



Figure Two (b):  Gibbs Sampler  for  Galaxy data with 20000 iterations.  We 
fitted four­component Gaussian Mixture Model with different variance. Label 
switches do not happen evenly for all the lines

Figure Two (c): Gibbs Sampler for Galaxy data with 2000 iterations. We fitted 
three­component Gaussian Mixture Model with different variance. No label 
switches happen at all

Another  case  in  unbalanced   label   switch   is   the   label   switches do not occur  at   all  during   the 
MCMC sampling. Under this case, the sampler might have a good performance in the sense that it 
has picked out the means from the data; but this good performance cannot be trusted because we 
can not guarantee no label­switching happened all the time. Especially, if the Sampler is run with 
enough iterations, we might see another symmetric mode (Jasra, Holmes & Stephens). This case 
can be clearly shown when we fit the Galaxy data in three components with different variance. In 
figure two (c), we do not see any label switch happen and the sampler performs very well in 
predicting the mean value of each components. However, the sampler only visits one of the 3! 
modes. 
 
To provide more examples for unbalance label switch, we enlarge k to six and fit the Galaxy data 
with same variance for all components. From Figure three (a, b), we only observe label switching 
behaviours   in  components  1,  2,  3   and  5  but  not   in  component  4  and  6.  The  histograms   for 
components 1, 2, 3, and 5 differ from histogram for components 4 and 6 too. The Gibbs Sampler 



fails to thoroughly travel the posterior distribution surface. As a consequence, the MCMC can not 
provide the right estimations. 

Figure Three (a): Gibbs Sampler for Galaxy data. We fitted six­component 
normal mixture to the data. The label switching behavior is found in 1,2,3 and 
5 components parameters but not found in 4 and 6 components      

Figure  Two  (b):  Gibbs  Sampler   for  Galaxy  data.  We   fitted   six­component 



normal   mixture   to   the   data.   The   histograms   for   1,2,3   and   5   components 
parameters differs from those of 4 and 6 components      

Theoretically, the balanced label switch can be guaranteed if there are infinite iterations in the 
MCMC sampler; obviously,  it   is  impossible for computation. In data augmentation model,  the 

unbalance label switch is more common because the latent variable  iZ  dramatically increase the 

dimensions of the posterior distribution. It is harder for a Sampler to visit all these dimensions.

Solutions for Label Switching Problem

Based   on   the   above  understanding,   two   issues   should   be   addressed   when   applying   MCMC 
simulation   for   Bayesian   inference   in   mixture   models.   First,   the   MCMC   sampler   should   be 
guaranteed   to   thoroughly   and   evenly   travel   all   the   !k   symmetric   modes   in   the   posterior 
distribution surface to avoid the unbalanced label switches. Secondly, remove label switches from 
the raw MCMC samples; that is: relabeling the components.         

Random Permutation MCMC sampling (for the first issue: unbalanced label switching)

Fruhwirth­Schnatter  suggests  a  Random Permutation MCMC sampler   to solve  the unbalanced 
label   switching   issue   (Fruhwirth   Schnatter,   2001b.)   The   algorithm   is   simple   but   efficient.   It 
randomly draws one of  !k  permutation label order and applies this label order to substitute the 

current   MCMC   sample’s   component   order.   For   example,   let   ),...,( 1 kθθ   is   the   current 

parameter sample from Gibbs Sampler and ))(),...,1(( kρρ is the drawn permutation order of 

the   labels,   then   substitute   the   ),...,( 1 kθθ   by ),...,( )()1( kρρ θθ   (Fruhwirth   Schnatter, 

2001b.). When k is large, the algorithm performs the exchanges of the labels with high probability 

(  
!

1
1

k
−   ). This guarantees all the   !k   modes being fully explored. Fruhwirth Schnatter has 

more   discussions   about   theoretical   properties   of   permutation   sampling   (Fruhwirth   Schnatter 
2001b). Figure four shows the Random Permutation samples thoroughly travel the !k  modes for 
the galaxy data with six components.    



Figure Four:  The  Random Permutation  Sampler   is   implemented  for  Galaxy data  and  the 
balanced   label   switching   is  guaranteed.  The  densities   for  each  component  parameter  are 
identical (with mean value around 19.8)   

A relabeling algorithm (for the second issue: label switching)

Sperrin, Jaki and Wit summary three kinds of strategies to re­label the MCMC samples so that the 
affect of label­switching can be removed (2009). The first and the easiest one is identifiability 
constraint. A constraint is imposed to the parameter space so that only one of specific permutation 
order   for   the   samples   satisfies   it.   For   example,   a   possible   constraint   can   be   set   as:

kµµµµ <<< ...321 . Although the identifiability constraint is simple, sometimes, it is not easy 

to find a proper constraint; for instance, in high dimension cases, it is hard to find a way to define

kµµµµ <<< ...321 . Moreover, many choices of identifiability constraint will be ineffective in 

removing the symmetry in  the posterior distribution, and when the constraint is  inappropriate, 
label­switching problem may remain after imposing an identifiability constraint (Stephens 1997). 
The second strategy is the deterministic relabeling algorithm which re­labels each sample in the 
MCMC output so that the expectation of the pre­defined loss function can be minimized. The third 
one is probabilistic approaches which recognize the uncertainty during the component relabeling 
for   each   MCMC   output   sample.   In   this   paper,   we   will   discuss   the   deterministic   relabeling 
algorithm and implement a loss function suggested by Stephens. 

When   applying   MCMC   samplers   in   mixture   models,   the   main   problem   is   the   likelihood   is 



invariant   under   all   permutations   of   the   parameters.   Stephens   (2000)   suggests   a   relabeling 
algorithm to solve the problem. According to Stephens, a loss function is defined on actions and 
real parameters; that is: RAF →Θ×: .  A single action  α   is chosen to handle the MCMC 
outcome samples so that the defined loss function can be minimized. The meaning of );( θαF

is the loss when the action α is chosen to manipulate the samples given the true parameter value

θ. What’s more, the chosen action and the defined loss function should be invariant under each 
permutation of the parameter samples. Therefore, the basic relabeling algorithm is:

Step 1: Given the observed data x, choosing the action â which minimize the posterior expected 
loss:  }|);({)( xaFEa θ=ℜ  and 

Step   2:  For   each   MCMC   outcome   sampleθ, ))}(;({min);( 0 θθα vaFF
v

= ,   where 

)(θv  is the permutation ofθ.
In step 1, given the MCMC outcome samples, the posterior expected loss can be estimated by the 
Monte Carlo Risk; that is 
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~ θ , where N is the number of samples in MCMC outcomes (after burn­in) 

The above two steps are iterated until the permutation for each samples in MCMC converged into 
a fixed point. According to Stephens, the algorithm is guaranteed to convergence because there are 
only finite numbers of permutation for each MCMC sample andℜ~  is decreased in each iteration 
(Stephens, 2000). 

For the K components cluster analysis in mixture model, a natural way to choose the action is to 

define a matrix    )( ijqQ =  where   ijq represents the probability that observation i is assigned to 

group j (so each row sums to 1) (Stephens, 2000). Therefore, Q can be interpreted as a distribution 
on k­component clustering of the data.

A classification probability matrix P(θ ) is defined as:
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P(θ ) can be considered as the true probability distribution on the clusters given   Sx ,,, µπ ; 
therefore, the loss function can be defined as the Kullback­Libler distance from the distribution P 



to the distribution Q (Stephens, 2000).  That is: 
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Therefore, Stephens’ relabeling algorithm for cluster analysis in K­component mixture models is 
as followings:

Set   Nvv ,...,1 to   the  identity  permutation;   iterate   the  following  two steps until  a  fixed point   is 

reached.

[Step 1] Choose  )ˆ(ˆ
ijqQ =  to minimize
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Actually, this is achieved by 
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[Step 2] For t=1,...,N choose  tv to minimize
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When k is small, this can be easily achieved by examining all k! possibilities for each  tv  

(Stephens, 2000).

Running Time of the Re­labelling Algorithm
The relabeling algorithm can effectively solve the label switch problem. However, the running 
time for the algorithm is )*)!(**( MkNTO   which is exponential of the value K. T is the 
number of iterations before a fixed permutation point is reached for each sample. N is number of 
observations and M is  the number of MCMC samples. Both N and M significantly affect the 
running   time   when   they   are   large.   K   is   the   number   of   components;   according   to   Sterling’s 

approximation,   kekkk )/(2! π≈   which   is   exponential   in   running   time.   Therefore,   when 

implementing the relabeling algorithm, we need to find a way to reduce the running time. One way 
we tried is as following:

1) Randomly select 2000 samples from the M samples when M is very large and run the 
relabeling algorithm on the 2000 samples only. 

2) Pre­compute the P matrix for all the 2000 samples on all K! permutations and save the 
results into the memory; therefore, in each iteration, it is not necessary to re­compute the 
P matrix. The access to the data structure (i.e.: array) in memory is only O(1). 



Obviously, step two is only a trade­off between the memory space and the running time. When K 
is large, we will run out of the memory quickly. However, the method is quite effective when we 
implement the Galaxy data with four components. We get the result very quickly (in half an hour). 
When K  is   large,  Stephens   suggests  a  way  to  convert   the  problem  into   integer  programming 
problem for which efficient algorithm exist. (Stephens, 2009)        

Implementation of relabeling algorithm for Galaxy Data

We implemented the relabeling algorithm for the Galaxy data. We apply the Gaussian Mixture 
Model with four components to fit the data. Before the relabeling algorithm, Random Permutation 
MCMC algorithm is  applied   to   the  samples  and 2000 samples  are   randomly  selected   for   the 
implementation of relabeling algorithm. Figure Five is the samples after running the re­labelling 
algorithm. We can see that the re­labelling algorithm successfully re­labels the mixed parameter 
samples and the label­switch disappears from the plot. The estimated value for the mean value of 
each component is: 9.725554, 19.21909, 22.23947 and 32.56761 respectively. They are correctly 
estimated  by   the   algorithm.   In  our   example,   it   only   takes   four   iterations   for  all   the   samples 
converging to their fixed permutation point. In our implementation, the total running time is about 
30 minutes. 
   

Figure   Five:   The   results   of   re­labeling   algorithm   run   on   the   samples   from   Random 
Permutation   MCMC   Sampler.   All   the   label   switches   are   removed   and   the   posterior 
expectations provide good estimations for   the component parameters.  This  one  is  run on 
Galaxy data with four components.   

Implementation of relabeling algorithm for Synthetic Data
Besides the Galaxy data, we run the algorithm for a synthesis data as well. We simulated 50 data 
points from the four­component Gaussian Mixture model suggested by Jasra, Holmes and 
Stephens (2005) : 
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Figure six (a) is the raw data from the Gibbs Sampler with 20000 iterations. We observe no label 
switch taken place and the sampler performs perfectly in the sense that the mean value of each 
component is well estimated. Such as Jasra, Holmes and Stephens point out, the good performance 
cannot be trusted and the sampler is not stable for the runs (Jasra, Holmes and Stephens). 

Figure  Six   (a):  Raw MCMC samples   for  synthesis  data  with  4  components   in  Gaussian 
Mixture model. No label switches occur. 

We apply the Random Permutation MCMC algorithm for the data to force the balance label 
switch. From the figure six (b), we see the balance label switch. The Sampler smoothly goes 
through all the 24 (4!) modes in the posterior distribution. We get the estimates of 1.717891, 
1.586022, 1.728616 and 1.628728 for each component respectively; they are identical each other.  

Figure Six (b): Random Permutation MCMC samples for synthesis data with 4 components 
in  Gaussian  Mixture  model.  The   Sampler   thoroughly   and   evenly   visits   all   the  posterior 
distribution space. The samples mix up the component labels.  

Based on the samples from Random Permutation MCMC, we randomly draw 2000 samples to run 
the re­labelling algorithm. From the figure, we see the algorithm correctly re­label the samples.     
The estimate for each component is: ­3.173219, ­0.2285065, 3.254033 and 6.238465. It takes three 
iterations for all the samples convergent to its fixed permutation point. The running time for this 
example is about 20 minutes.  



Figure Six (c): The relabeling algorithm successfully removes the label switches from the 
Random   Permutation   MCMC   samples   in   (b)   and   the   ergodic   averages   provide   good 
estimations for component parameters. 

Relabeling algorithm for component with high dimensions
This part is included in “Relabelling Algorithm in High Dimension”.

Summary and Future Study
In this paper, we explore the so­called label switch problem in details. The problem is caused by 
the invariance of the likelihood function to the permutation of the labels for the components in 
mixture models  and thus  the Bayesian and MCMC approach  is  affected.  We also discuss  the 
unbalanced label switch ­­ the computational features of the label switch problem. To remove the 
unbalance and balance label switch, the Random Permutation MCMC algorithm and re­labelling 
algorithm are discussed. The re­labelling algorithm is to define a loss function and find a way to 
re­label the samples so that the loss function is minimized. For illustration, we implement the 
algorithms for Galaxy data and the simulated data using data augmentation Gaussian Mixture 
Models. The results for both data sets look good and re­labelling algorithm successfully remove 
the label switches from the samples. 

Currently,   some   authors   (Jasra)   introduce   the   probabilistic   approaches   to   the   re­labelling 
algorithm.   The   basic   idea   of   the   probabilistic   approaches   is   to   introduce   the   uncertainty   in 
selecting the labels on each iteration of the MCMC output (Sperrin, Jaki and Wit, 2009). The EM 
(Expectation­Maximization) algorithm is used to implement the probabilistic relabeling and the 
missing data in EM algorithm is the order of the components at each iteration of the MCMC 
(Sperrin, Jaki and Wit, 2009). The probabilistic relabeling is attractive because the uncertainty in 
relabeling is recognized and under the control while the deterministic relabeling ignores those 
uncertainty. For the future study, we will explore these topics in details.       
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Appendix A: the Gaussian mixture model and its Gibbs Sampler

Introduction

In   this   paper,   we   first   will   give   a   Gibbs   sampler   for   a   mixture   normal   model   with   known 
components by introducing a latent indicator variable and posing Dirichlet and Wishart priors to 
our   estimate  parameters   accordingly.  After   that,  we  will   discuss   "label­switch"  problem,   and 
describe a relabelling algorithm. Also a realization of the modified algorithm will be given. In the 
discussion, we will give a new proposal to this kind of questions.

Gibbs Sampler

Let  1,..., nx x  (each  ix  is a p­vector) be a random sample from a mixture of normals, i.e.

1

( | , , ) ( | , )
K

k k
i

p x S dN x S   


   (1)

where   ( | , )dN x S   denote   the   density   function   of   multivariate   normal   with   mean      and 

variance­covariance   matrix   S.   K   is   the   number   of   components(fixed   and   known). 

1( ,..., )K    and  1( ,..., )K   .  0, 1,...,i i K   and 
1

1
K

i
i




 .

We want to write down the likelihood function for this sample. However, since we do not know the 

component from which a particular observation ix comes from, we need to introduce, for each 
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observation  ix , an indicator variable  iz  with  ( )i jP z j    for all i=1,…n and j=1,…,K. Then 

the likelihood function can be written as:

1

( | , , ) ( | , )
j

K

i j
j i I

p x z S dN x S 
 

 

where  1( ,..., )nx x x ,  1( ,..., )nz z z ,  { : , 1,..., }j iI i z j i n   (i.e.  jI  counts the number of 

observations that come from component j).  j is the number of elements in 

jI (i.e. { }
1

i

n

j z j
i

I 


  ).

We put priors on  ,  1S   , and    respectively:

The prior distribution of  1( ,..., )K    is a Dirichlet distribution with parameter

0 01 0( ,..., )K   : 0 1
0
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here we do not need to bother with  0( )B   since it is just a normalizing constant. 

The prior distribution of  1S    is a Wishart distribution with parameter  0 (df) and  1
0 0   :
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The prior distribution for each k  is a multivariate normal with known mean  0k  and 

variance­covariance matrix  0kV .

Given  , z has a multinomial distribution | ~ ( , )z M K  .

Now, we are ready to write down the joint density of ( , , , )z S  ”
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We shall use Gibbs sampler to sample from the above density. So we next 

compute the conditional distribution of each parameter given the current 

value of all others.



A. condition distribution of 
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So the conditional distribution of   is again Dirichlet with parameter  0 + , where 

0 01 0( ,..., )K    and  1( ,..., )K   .

B. Conditional distribution of  
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(here, we use the fact: 
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So the conditional distribution of    is again Wishart with parameter  1 0 n    and 
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C. Condition distribution of  
For each j in {1,…,K}
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We can see that the conditional distribution of  j  is again Gaussian. To identify its mean and 

variance, we set  j ~ 1 1( , )j jN V , then we have:
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D. Conditional distribution of z
The conditional distribution of z is a little bit tricky since z does not explicitly appear in the joint 
density. 



( )
( ) ( )

( )

( , , )
( | , , , , ) ( | , )

( , )
i i

i i i i
i

P z j z x
P z j x z P z j x z

P z x
 


    

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( , , ) ( , ) ( , , )

( , ) ( , ) ( , )
i i i i i i

i i i i i

P z j z x P z x P z j z x
C

P z x P z x P z x

 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( | , ) ( | , , ) ( ) ( | , , )i i i i i i i i i i i iCP z j z x P x z j z x CP z j P x z j z x     

( ) ( )( | , , )j i i i iC P x z j z x 

where  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( | , , ) ( | , , , ) ( | , )i i i i i i i i i iP x z j z x P x z j z x P z x d    
                          ( ) ( ) ( ) ( )( | , ) ( | , ) ( | , )i i j j i i j k i i k

k j

P x z j P z x d P z x d    


   

( ) ( )( | , ) ( | , )i i j j i i jP x z j P z x d   
                          ( ) ( )( | , ) ( | , )i j j i i jdN x S P z x d   
By similar derivation as in part C, we know that:
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Given the above derivation, we are ready to write a Gibbs sampler algorithm to sample from the 

posterior distribution of ( , , , )S z  .


